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Vectores	en	el	plano	cartesiano	ejercicios	resueltos

En	esta	ocasión	hablaremos	de	los	vectores,	los	mismos	son	muy	utilizados	en	las	ingenierías	y	la	física,	principalmente	para	poder	esquematizar	situaciones	que	nos	permitan	analizarlas	y	encontrar	un	resultado	vectorial.	Esto	porque,	los	fenómenos	físicos	que	ocurren	a	nuestro	alrededor	se	presentan	estableciendo	relaciones	entre	cantidades
físicas	que	son	necesarias	medir	y	conocer	como	se	comportan.	La	teoría	de	vectores	te	dará	los	cimientos	necesarios	para	comenzar	el	recorrido	por	la	mecánica	y	sus	diferentes	ramas,	como	lo	son:	la	cinemática,	la	dinámica	y	la	estática.	Magnitudes	o	cantidades	física	Las	magnitudes	son	todas	las	propiedades	de	los	cuerpos	que	podemos
cuantificar	a	través	de	un	proceso	de	medida.	Al	medir,	en	realidad	lo	que	hacemos	es	comparar	una	magnitud	de	un	cuerpo	u	objeto	con	un	modelo	universalmente	aceptado,	por	ejemplo,	el	Sistema	Internacional	de	Medidas	(SI).	Las	magnitudes	físicas	se	clasifican	en	escalares	y	vectoriales.	Cantidades	escalares	Cada	una	de	estas	cantidades	se
determina	mediante	un	número	y	una	unidad	de	medida.	Por	ejemplo,	una	masa	de	20	kg,	la	masa	queda	representada	por	su	magnitud	(número	20)	y	su	unidad	correspondiente,	en	este	caso	kilogramos	(kg).	Las	magnitudes	escalares	quedan	determinadas	por:	una	magnitud	o	módulo	(o	sea	un	número	y	unidad	de	medida).	Cantidades	vectoriales
Por	otro	lado,	para	poder	ser	más	precisos	a	la	hora	de	calcular	y	medir,	no	basta	con	tener	solo	la	magnitud,	necesitamos	más	datos,	por	ejemplo,	podríamos	decir	que	un	barco	está	fondeado	a	250	km	del	puerto,	sin	embargo,	¿cómo	sabes	exactamente	su	ubicación?	Para	esto,	entonces	necesitamos	agregar	aparte	de	la	magnitud	(250	km),	la
dirección	(por	ejemplo,	55?)	y	su	sentido	(ya	sea	al	norte,	sur,	este	u	oeste).		Todas	las	cantidades	vectoriales	se	representan	gráficamente	mediante	vectores,	que	se	simbolizan	a	través	de	una	flecha.	Su	notación	se	realiza	mediante	la	letra	de	la	magnitud	y	una	flecha	arriba	de	esta.	Ejemplo	fuerza	F,	Velocidad	v	Las	magnitudes	vectoriales	quedan
determinadas	por:	una	magnitud	o	módulo,	dirección	(ángulo)	y	sentido.	¿Qué	son	los	vectores?	Un	vector	en	física,	es	un	segmento	de	recta	que	tiene	una	dirección	(ángulo),	sentido	(flecha)	y	una	magnitud	(longitud	del	vector).	Dicho	vector	se	grafica	en	un	plano	cartesiano	a	escala.	Un	vector	resultante	es	el	vector	que	puede	reemplazar	un	grupo
de	vectores	que	actúan	en	un	sistema.	Él	podría	producir	el	mismo	efecto	por	sí	solo,	si	no	estuvieran	los	otros	vectores	actuando	al	mismo	tiempo.	¿Cuáles	son	los	elementos	de	un	vector?	Origen:	es	el	punto	exacto	donde	nace	el	segmento	de	recta.	Se	le	conoce	también	como	punto	de	aplicación.Magnitud:	es	la	longitud	del	vector.	Se	conoce
midiendo	desde	el	origen	hasta	el	extremo	(en	el	método	gráfico)	o	analíticamente.Sentido:	está	representada	por	la	flecha	en	el	extremo	del	vector	e	indica	si	está	dirigido	al	norte,	sur,	este	u	oeste.Dirección:	representa	la	inclinación	del	vector	en	el	espacio,	es	representado	por	el	ángulo.	Tipos	de	vectores	Vectores	coplanares:	son	los	vectores	que
se	encuentran	en	un	mismo	plano.Vectores	colineales:	son	vectores	que	están	en	una	misma	línea	de	acción.Concurrentes:	son	vectores	cuyas	líneas	de	acción	convergen	en	un	solo	punto.	Sistemas	de	coordenadas	y	dirección	de	los	vectores	Para	determinar	la	dirección	de	un	vector	debemos	graficar	un	sistema	de	coordenadas	como	el	plano
cartesiano.	Este	sistema	cartesiano	está	formado	por	dos	ejes	en	un	espacio	bidimensional	o	tres	en	el	espacio	tridimensional.	Estos	ejes	son	perpendiculares	entre	sí,	y	se	cortan	en	un	solo	punto	llamado	origen.	Las	coordenadas	de	un	punto	cualquiera	vendrán	dadas	por	las	proyecciones	de	la	distancia	entre	el	punto	y	el	origen	sobre	cada	uno	de	los
ejes.	Se	utilizan	las	letras	X,	Y,	Z	para	representar	las	coordenadas.	Los	métodos	gráficos	favorecen	la	visualización	de	los	conceptos	de	la	suma	vectorial,	sobre	todo	con	un	dibujo	rápido.	Pero,	los	métodos	analíticos	se	usan	con	mayor	frecuencia	porque	son	más	rápidos	y	más	precisos.	Método	del	triángulo	para	suma	La	suma	de	vectores	no	puede
realizarse	como	si	estuviéramos	efectuando	la	suma	de	cantidades	escalares,	ya	que	además	de	su	magnitud	deben	considerarse	su	dirección	y	sentido.	Procedimiento	Seleccionar	escala	y	medir	cada	vector	a	trazar.Desde	el	origen	trazar	el	primer	vector	A	de	acuerdo	a	su	dirección,	magnitud	y	sentido.Seguidamente,	trazar	el	segundo	vector	B	a
partir	de	la	cabeza	del	primer	vector	(cabeza	con	cola).Luego,	trazar	el	tercer	vector	C	a	partir	de	la	cabeza	del	segundo	vector	(cabeza	con	cola).La	suma	de	estos	tres	vectores	es	otro	vector	conocido	como	vector	resultante,	denominado	R.	Este	vector	debe	trazarse	desde	el	origen	del	primer	vector	A,	hasta	la	flecha	(cabeza)	del	último	vector
trazado	(vector	C).	Se	mide	la	longitud	del	vector	resultante	para	saber	su	magnitud	(usar	el	factor	de	escala	para	transformar	a	unidades	iniciales)	y	la	dirección	y	sentido	se	encuentra	mediante	el	transportador.	Al	final	se	debe	colocar	la	respuesta	que	indique	la	magnitud,	dirección	y	sentido	de	la	resultante.	Método	del	paralelogramo	El	método	del
paralelogramo	es	el	otro	método	gráfico	que	nos	sirve	para	sumar	solo	dos	vectores	a	la	vez;	en	el	método	del	polígono	(triángulo)	podemos	sumar	varios	vectores.	En	un	paralelogramo	los	lados	opuestos	son	paralelos	y	de	igual	longitud.	Además,	dos	ángulossuplementarios	suman	180°.	Procedimiento	Elegir	escala	y	medir	cada	vector.Trazar	cada
vector	que	se	suma	con	sus	orígenes	juntos,	según	su	magnitud,	dirección	y	sentido.	Dibujar	de	la	punta	de	flecha	de	cada	vector	un	segmento	de	recta	paralelo	al	que	corresponde	al	otro	vector	opuesto.	Trazar	el	vector	resultante	desde	el	origen	en	común	hasta	donde	se	unen	los	vectores	paralelos	(diagonal	del	paralelogramo).Medir	la	magnitud	del
vector	resultante	con	la	regla	(se	debe	usa	el	factor	de	escala	para	saber	la	magnitud	del	vector	en	sus	unidades	originales)	y	su	dirección	con	el	transportador,	se	debe	recordar	que	la	dirección	del	vector	es	el	ángulo	que	forma	con	el	eje	“x”	positivo.	La	respuesta	se	coloca	haciendo	referencia	a	la	magnitud,	dirección	y	sentido.	Los	métodos
analíticos	nos	ayudarán	a	resolver	problemas	de	vectores	con	mayor	precisión	en	los	cálculos.	Razón	por	la	cual	debemos	prestar	atención	en	aprenderlos	correctamente.	Entre	los	métodos	más	usados	tenemos:	el	método	por	suma	de	componentes	rectangulares	y	el	método	por	medio	de	las	leyes	de	cosenos	y	senos.	Suma	de	vectores	por	el	método
de	componentes	Este	método	consiste	en	descomponer	cada	uno	de	los	vectores	a	sumar	en	2	componentes:	componente	en	el	eje	X,	componente	en	el	eje	Y.		El	módulo	de	la	componente	X	es	igual	al	módulo	del	vector	original	por	el	coseno	del	ángulo	que	define	la	dirección	del	vector	original.	El	módulo	de	la	componente	Y	es	igual	al	módulo	del
vector	original	por	el	seno	del	ángulo.	Los	componentes	o	proyecciones	Vx	y	Vy,	son	cantidades	escalares	con	signo,	lo	cual	nos	permite	efectuar	operaciones	de	suma,	resta,	multiplicación	y	división.	Procedimiento	Hallar	las	componentes	de	los	vectores	dados.Sumar	los	componentes	horizontales	para	obtener	un	vector	en	la	dirección	horizontal,
denotado	por	Rx	y	las	componentes	verticales	para	obtener	un	vector	en	la	dirección	vertical,	denotado	por	Ry.Se	calcula	el	Módulo	(Magnitud).Calcular	la	Dirección	(Ángulo).Escribir	el	valor	del	vector	R.	Así,	de	acuerdo	con	las	relaciones	trigonométricas	y	el	teorema	de	Pitágoras	se	relacionan	la	magnitud	del	vector	y	los	componentes	del	vector.
También	se	debe	tener	en	cuenta	los	signos	de	las	componentes	X,	Y	de	un	vector.	A	continuación,	verás	como	se	definen	según	los	cuadrantes	del	plano	cartesiano.	De	igual	manera,	la	forma	en	como	se	deben	localizar	los	ángulos	de	un	vector	resultante	con	referente	al	eje	X	positivo.	Importante:	cuando	estemos	buscando	las	componentes	de	un
vector,	podemos	usar	tanto	el	ángulo	que	nos	dan	como	referencia	inicial	o	el	que	resulta	al	medirlo	con	referencia	al	eje	X	positivo.	Esto	también	se	aplica	al	momento	de	calcular	un	vector	resultante.	Según	el	ejemplo	de	abajo	y	asumiendo	que	el	módulo	del	vector	es	«10	m»las	componentes	se	pueden	describir	así:	Utilizando	el	ángulo	que	se	forma
en	el	cuadrante	del	vector:	Vx	=	(10	m)(-cos60°)	=	-5	mVy	=	(10	m)(-sen60°)	=	-9	m	Utilizando	el	ángulo	con	referencia	al	eje	X:	Vx	=	(10	m)(cos240°)	=	-5	mVy	=	(10	m)(sen240°)	=	-9	m	Como	ves	el	resultado	es	el	mismo.	Ya	queda	en	ti	que	forma	usar.	Lo	importante	es	estar	pendiente	de	los	signos	y	que	tenga	sentido	lo	que	se	está	analizando	en
un	vector.	Suma	de	vectores	utilizando	las	leyes	de	los	cosenos	y	senos	Este	otro	método	se	utiliza	cuando	se	suman	analíticamente	dos	vectores	que	no	son	colineales	ni	perpendiculares	entre	sí	(no	son	triángulos	rectángulos).	Para	esto	podemos	aplicar	las	leyes	de	cosenos	y	senos.	Procedimiento	Hacer	un	esquema	de	los	vectores	en	el	plano
cartesianoCalcular	la	magnitud	del	vector	utilizando	la	ley	de	cosenos	y	senos.	Podemos	usar	la	ley	de	cosenos	para	buscar	la	magnitud	del	sistema,	y	la	ley	de	senos	para	calcular	el	ángulo.Nota:	practicar	la	localización	de	ángulos	para	poder	desarrollar	mejor	estas	clases	de	problemas.	A	continuación	resolveremos	un	problema	por	cada	método.
Esto	incluye	los	dos	métodos	gráficos	y	los	dos	analíticos.	A	continuación,	te	dejamos	algunos	sitios	donde	puedes	resolver	ejercicios	de	vectores	mediantes	simulaciones.	Esperamos	que	este	artículo	te	haya	servido	para	tus	estudios	y	te	invitamos	a	que	te	quedes	atento	a	los	próximos	post	relacionados	con	la	física.	Comparte	este	artículo	con	tus
amigos	Determina	si	son	escalares	o	vectoriales	las	siguientes	magnitudes:	a)	Volumen	b)	Carga	c)	Fuerza	d)	Área	Dados	los	siguientes	vectores:	Calcula	en	el	siguiente	orden:	a)	La	representación	gráfica	de	la	suma	de	ambos	vectores.	b)	La	representación	analítica	de	la	suma	de	ambos	vectores.	c)	La	representación	analítica	del	opuesto	del	vector	u
d)	¿El	módulo	de	la	suma	de	dos	vectores	es	igual	a	la	suma	de	los	módulos	de	cada	vector	individualmente?	Dados	los	siguientes	vectores,	a→=	-7·i→+	5·j→		y	b→=	i→+	2·j→.	a)	Calcula	analíticamente	el	opuesto	del	vector	a→y	del	vector	b→.	b)	Calcula	analíticamente	el	vector	c→que	se	obtiene	como	resultado	de	restar	el	vector	a→y	el	vector	b→.	Dado
el	vector	a→=3·i→+	4·j→	a)	Calcula	2·a→	b)	Calcula	el	vector	unitario	de	a→	,	u→a		Dados	los	vectores:	a→=	-i→	+	3·j→b→=	2·i→	-	2·j→c→=	-	4·i→	-	j→	Calcular:	a)a→·b→	b)b→·c→	¿Qué	ángulo	forma	el	vector	a→=	-2·i→	+	3·j→		con	b→=	-4·i→	+	3·j→	?	Dado	el	siguiente	vector:	a→=	5	·	i→+	4	·	j→	Represéntalo	gráficamente.	Problema	1	Sean	los	vectores
Calcular	las	siguientes	sumas	y	restas:	Ver	solución	La	suma	se	calcula	sumando	coordenada	a	coordenada:	En	la	siguiente	suma	tenemos	el	producto	de	un	vector	por	un	escalar.	El	escalar	pasa	multiplicando	a	las	dos	coordenadas	del	vector:	La	siguiente	suma	es	Podemos	calcular	la	resta	\(\vec{c}-\vec{b}\)	como	una	suma	de	vectores:	Sean	los
vectores	Calcular,	geométricamente,	las	siguientes	sumas	y	restas	de	vectores:	Ver	solución	Representamos	los	vectores	y	:	La	resta	-	es	el	vector	que	une	los	extremos	de	los	vectores	con	el	sentido	de	a	:	Calculamos	sus	coordenadas:	para	ello,	dibujamos	unos	ejes	cuyo	origen	sea	donde	comienza	el	vector.	En	el	eje	de	las	abscisas	(eje	horizontal)	el
vector	ocupa	5	unidades;	en	el	de	ordenadas	ocupa	1	unidad.	Por	tanto,	el	vector	es	La	resta	-	es	el	vector	que	une	los	extremos	de	los	vectores	con	el	sentido	de	a	.	Para	calcular	las	coordenadas,	dibujamos	unos	ejes	cuyo	origen	es	el	origen	del	vector:	Por	tanto,	el	vector	es	Para	calcular	la	siguiente	suma,	representamos	los	vectores	y	dibujamos
segmentos	paralelos	a	los	vectores	y	que	pasen	por	los	extremos	de	los	vectores:	El	vector	suma	comienza	en	el	origen	y	termina	en	la	intersección	de	los	segmentos:	Por	tanto,	el	vector	es	Observad	que	se	cumple	Esto	se	debe	a	que	la	suma	de	vectores	es	conmutativa	(por	serlo	la	suma	de	los	reales).	Sean	los	puntos	Encontrar	el	vector	que	va	de	P
a	Q	y	el	vector	que	va	de	Q	a	P.	Ver	solución	El	vector	que	va	de	P	a	Q	es	Representación:	El	vector	que	va	de	Q	a	P	es	Representación:	Observad	que	el	vector	\(\vec{QP}\)	es	el	vector	opuesto	a	\(\vec{PQ}\),	es	decir,	\(\vec{QP}	=	-\vec{PQ}\).	Tienen	la	misma	dirección	y	la	misma	longitud,	pero	sentido	opuesto.	Sean	los	puntos	Encontrar	el	vector
que	va	de	P	a	Q	y	el	vector	que	va	de	Q	a	P.	Ver	solución	El	vector	que	va	de	P	a	Q	es	Representación:	Por	lo	que	vimos	en	el	ejercicio	anterior,	para	calcular	el	otro	vector	es	suficiente	multiplicar	el	vector	anterior	por	el	escalar	-1	para	cambiar	su	sentido:	Sean	los	puntos	Encontrar	el	vector	que	va	de	P	a	Q	y	el	vector	que	va	de	Q	a	P.	Ver	solución	El
vector	que	va	de	P	a	Q	es	Para	calcular	el	otro	vector	es	suficiente	multiplicar	el	vector	anterior	por	el	escalar	-1	para	cambiar	su	sentido:	Sea	el	vector	Obtener	el	vector	igual	a	pero	con	sentido	contrario.	Ver	solución	Para	obtener	el	mismo	vector	pero	con	sentido	contrario	sólo	tenemos	que	multiplicar	por	el	escalar	-1:	Sea	el	vector	Obtener	el
vector	simétrico	de	respecto	del	eje	de	abscisas.	Ver	solución	El	eje	de	las	abscisas	es	el	horizontal.	Para	tener	una	simetría	respecto	de	este	eje,	la	primera	coordenada	debe	ser	la	misma.	Cambiamos	el	signo	a	la	segunda	y	tenemos	el	vector	simétrico:	Representación:	Sea	el	vector	Obtener	el	vector	simétrico	de	respecto	del	eje	de	ordenadas.	Ver
solución	Como	la	simetría	es	respecto	del	eje	vertical,	tenemos	que	cambiar	el	signo	a	la	primera	coordenada	del	vector:	Representación:	Encontrar	el	vector	que	va	del	punto	O	al	punto	P	y	el	vector	que	va	del	punto	A	al	punto	B:	Explicar	la	relación	existente	entre	ambos	vectores.	Ver	solución	El	vector	que	va	de	O	a	P	es	El	vector	que	va	de	A	a	B	es
Ambos	vectores	son	el	mismo	vector	porque	tienen	las	mismas	coordenadas,	aunque	están	situados	en	distintos	lugares	del	plano.	Si	estamos	en	el	punto	O	y	nos	movemos	una	unidad	a	la	izquierda	y	una	unidad	hacia	arriba,	entonces	llegamos	al	punto	P.	Si	estamos	en	el	punto	A	y	realizamos	los	mismos	movimientos,	llegamos	al	punto	B.	Calcular	el
módulo	de	los	siguientes	vectores	del	plano:	¿Un	vector	queda	determinado	por	su	módulo?	Es	decir,	si	dos	vectores	tienen	el	mismo	módulo,	¿son	el	mismo	vector?	Ver	solución	Recordemos	que	el	módulo	de	un	vector	\(\vec{v}=(v_1,v_2)\)	es	Calculamos	el	módulo	del	primer	vector:	Calculamos	el	módulo	del	segundo	vector:	Calculamos	el	módulo	del
tercer	vector:	Calculamos	el	módulo	del	cuarto	vector:	Calculamos	el	módulo	del	quinto	vector:	Calculamos	el	módulo	del	sexto	vector:	Observad	que	el	módulo	de	todos	los	vectores	es	2.	Es	por	ello	que,	al	representar	los	vectores	partiendo	desde	el	origen,	todos	terminan	en	la	circunferencia	de	radio	2:	Como	vemos	en	este	ejercicio,	existen	muchos
vectores	con	el	mismo	módulo.	Hay	infinitos	vectores	con	módulo	igual	a	2.	Por	consiguiente,	el	módulo	no	es	suficiente	para	determinar	un	vector.	¿Cuántos	vectores	unitarios	existen?	Los	vectores	unitarios	son	los	que	cumplen	que	su	módulo	es	1:	Ver	solución	Existen	infinitos	vectores	cuyo	módulo	es	la	unidad.	Consideremos	la	circunferencia	de
radio	1,	entonces	existe	un	vector	unitario	por	cada	uno	de	sus	puntos	(del	origen	al	punto):	Calcular	un	vector	que	sea	unitario	(módulo	1)	y	tenga	la	misma	dirección	y	sentido	que	¿Existen	más	vectores	unitarios	con	la	misma	dirección	y	sentido	que	el	vector	?	Ver	solución	El	único	vector	con	la	misma	dirección	y	sentido	que	lo	podemos	encontrar
dividiendo	las	coordenadas	del	vector	por	su	módulo	(siempre	que	su	módulo	no	sea	0):	Calculamos	el	módulo	de	:	Por	tanto,	el	vector	unitario	(con	el	mismo	sentido	y	dirección	que	)	es	Sea	un	vector	cualquiera,	demostrar	que:	Es	decir,	el	módulo	de	un	vector	es	0	sólo	si	es	el	vector	nulo	$$	v	=	(0,0)	$$	y	si	es	el	vector	nulo,	entonces	su	módulo	es	0.
Ver	solución	Las	coordenadas	del	vector	son	Su	módulo	es	Supongamos	que	el	módulo	del	vector	es	0,	entonces	Elevamos	al	cuadrado:	Entonces,	Recordad	que	todo	número	real	al	cuadrado	es	0	ó	un	número	positivo.	Como	tenemos	que	la	suma	de	los	dos	cuadrados	es	0,	necesariamente	los	dos	sumandos	han	de	ser	0,	es	decir,	Por	tanto,	el	vector	es
el	vector	nulo:	Falta	demostrar	que	el	módulo	del	vector	nulo	es	0,	pero	esto	es	inmediato	ya	que	Sea	un	vector	cualquiera	y	λ	un	número	real	(un	escalar),	demostrar	que:	Ver	solución	Si	las	coordenadas	del	vector	son	Entonces,	al	multiplicar	por	el	escalar	tenemos	que	Por	tanto,	el	módulo	del	producto	es	Aplicamos	las	propiedades	de	las	potencias:
Podemos	extraer	el	escalar	de	la	raíz	ya	que	está	al	cuadrado,	pero	como	no	sabemos	si	es	positivo	o	negativo,	tenemos	que	extraerlo	con	valor	absoluto:	Queda	demostrado	que	Sean	y	dos	vectores	arbitrarios.	Demostrar	que	El	producto	de	la	izquierda	es	el	producto	escalar	de	dos	vectores;	el	producto	de	la	derecha	es	el	producto	de	los	números
reales.	En	la	izquierda,	las	barras	son	un	valor	absoluto;	en	la	derecha,	las	barras	son	los	módulos.	Ver	solución	Tenemos	dos	formas	de	calcular	el	producto	escalar	de	dos	vectores:	multiplicando	las	coordenadas	o	multiplicando	los	módulos	y	el	coseno	del	ángulo.	Usaremos	la	segunda:	Por	tanto,	el	valor	absoluto	de	la	expresión	anterior	es	Usamos	la
propiedad:	el	valor	absoluto	de	un	producto	es	el	producto	de	los	valores	absolutos:	Finalmente,	sabemos	que	el	coseno	está	entre	-1	y	1,	por	tanto	Además,	como	el	módulo	de	un	vector	es	siempre	no	negativo	(es	una	raíz	cuadrada),	se	cumple	que	Luego	queda	demostrado	que	Sean	y	dos	vectores	arbitrarios.	Demostrar	que	Ver	solución	Sean	los
vectores	La	suma	de	los	vectores	es	Luego	el	módulo	de	la	suma	es	Elevamos	al	cuadrado:	Reagrupamos	los	sumandos	Notemos	que	en	la	expresión	anterior	tenemos	los	módulos	de	los	vectores	al	cuadrado	y	el	producto	escalar	de	vectores.	Así	que	Por	otro	lado,	la	suma	de	los	dos	módulos	de	los	vectores	al	cuadrado	es	Es	suficiente	demostrar	que
Pero	esto	es	cierto	ya	que	si	aplicamos	la	propiedad	del	ejercicio	15,	Sean	los	vectores	Calcular	los	siguientes	productos	escalares:	Ver	solución	Recordamos	que	podemos	calcular	el	producto	escalar	de	dos	vectores	de	dos	formas	distintas:	multiplicando	sus	coordenadas:	O	multiplicando	sus	módulos	por	el	coseno	del	ángulo	α	que	forman:	En	este
ejercicio,	como	conocemos	las	coordenadas,	usaremos	la	primera	de	las	fórmulas.	El	primer	producto	es	El	segundo	producto	es	El	tercer	producto	es	El	cuarto	producto	es	El	quinto	producto	es	Por	último,	sexto	producto	es	porque	el	producto	escalar	de	vectores	es	una	operación	conmutativa.	Calcular,	mediante	las	fórmulas	del	producto	escalar,	el
ángulo	que	forman	los	vectores	canónicos	del	plano,	es	decir,	Los	llamamos	así	porque	son	los	vectores	de	la	base	canónica	del	plano.	Ver	solución	Primero	usaremos	la	siguiente	fórmula	del	producto	escalar	Calculamos	los	módulos	de	los	vectores:	Por	tanto,	aplicando	la	fórmula	del	producto	escalar	Usamos	la	otra	fórmula	del	producto	escalar:
Luego	Entonces,	tenemos,	por	un	lado	Y	por	otro,	Luego,	igualando,	Sabemos	que	si	el	coseno	del	ángulo	es	0,	entonces	el	ángulo	es	(expresado	en	grados	y	en	radianes).	Estos	vectores	están	situados	sobre	los	ejes	de	coordenadas,	es	por	ello	que	son	perpendiculares:	Calcular	el	ángulo	que	forman	los	vectores	Ver	solución	Por	una	lado,	el	producto
escalar	de	los	vectores	es	Calculamos	los	módulos	Aplicamos	la	fórmula	del	producto	escalar	en	la	que	aparece	el	coseno:	De	la	fórmula	conocemos	los	módulos	y	el	producto.	Sustituyendo:	Aislamos	el	coseno:	Finalmente,	para	calcular	el	ángulo	tenemos	que	utilizar	la	función	arcocoseno:	Hemos	expresado	el	ángulo	en	grados	y	en	radianes.
Demostrar	que	los	vectores	y	son	perpendiculares	a	:	Además,	demostrar	que	los	vectores	y	son	paralelos	entre	sí.	Se	supone	que	$$	x,y	eq	0	$$	Ver	solución	Si	los	vectores	son	perpendiculares	al	vector	,	entonces	forman	un	ángulo	recto	con	dicho	vector.	El	coseno	de	dicho	ángulo	es	0:	Entonces,	los	productos	escalares	de	los	vectores	tienen	que	ser
0.	En	efecto,	los	productos	escalares	son	Por	otro	lado,	el	producto	escalar	de	los	vectores	y	es	Los	módulos	de	estos	dos	vectores	son	Notemos	que	se	cumplen	las	siguientes	igualdades:	Por	tanto,	aplicando	la	fórmula	del	producto	escalar	Como	el	coseno	del	ángulo	es	-1,	entonces	el	ángulo	es	α	=	180°.	Esto	quiere	decir	que	los	vectores	y	tienen	la
misma	dirección	pero	sentidos	opuestos.	Como	consecuencia,	son	paralelos	(el	hecho	de	que	tengan	sentidos	opuestos	no	es	significante	ya	que	lo	que	nos	interesa	es	la	dirección).	Demostrar	que	los	vectores	y	son	paralelos	a	:	Si	ambos	son	paralelos,	¿por	qué	el	ángulo	que	forman	con	es	distinto?	Ver	solución	Si	dos	vectores	son	paralelos,	el	ángulo
que	forman	es	de	0	grados	ó	180	grados.	Por	tanto,	su	producto	escalar	tiene	que	ser	1	ó	-1.	En	vez	de	calcular	el	producto	escalar,	observemos	que	los	tres	vectores	son	proporcionales:	El	vector	tiene	la	misma	dirección	y	sentido	que	.	La	diferencia	es	que	su	módulo	es	el	doble:	El	vector	tiene	la	misma	dirección	que	pero	sentido	opuesto.	Su	módulo
también	es	el	doble:	Como	los	tres	vectores	tienen	la	misma	dirección,	son	paralelos.	El	vector	forma	un	ángulo	de	0	grados	porque	tiene	el	mismo	sentido	que	,	mientras	que	el	vector	forma	un	ángulo	de	180	grados	porque	tiene	sentido	opuesto.	Encontrar	el	vector	unitario	que	forma	un	ángulo	de	60	grados	con	el	vector	Ver	solución	El	vector	que
buscamos	es	El	producto	escalar	de	los	vectores	es	El	módulo	del	vector	es	Tenemos	que	exigir	que	el	vector	sea	unitario:	De	este	modo,	la	fórmula	del	producto	escalar	queda	como	El	coseno	del	ángulo	es	Luego	la	fórmula	queda	como	Es	decir,	Calculamos	el	producto	escalar	multiplicando	las	coordenadas	de	los	vectores:	Por	tanto,	tenemos	la
ecuación	de	primer	grado	Cuya	solución	proporciona	la	segunda	coordenada	del	vector:	Para	obtener	la	primera	coordenada	usamos	la	ecuación	que	nos	proporciona	haber	exigido	que	el	vector	sea	unitario:	Entonces,	Elevamos	al	cuadrado	ambos	lados	de	la	igualdad:	No	olvidemos	que	al	hacer	la	raíz	cuadrada	tenemos	que	escribir	los	dos	signos:
Hemos	obtenido	dos	vectores	que	forman	dicho	ángulo	(por	un	lado	y	por	el	otro):	Vectores	del	plano	real	-	©	matesfacil.com	Matesfacil.com	by	J.	Llopis	is	licensed	under	a	Creative	Commons	Attribution-NonCommercial	4.0	International	License.	1Un	vector	tiene	extremos	inicial	y	final	y	respectivamente.	Hallar	las	coordenadas	de	Sabemos	que	las
coordenadas	de	un	vector	se	obtienen	a	partir	de	restarle	el	punto	inicial	al	punto	final	2Un	vector	tiene	extremos	final	e	inicial	y	respectivamente.	Hallar	las	coordenadas	de	Sabemos	que	las	coordenadas	de	un	vector	se	obtienen	a	partir	de	restarle	el	punto	inicial	al	punto	final	3Un	vector	tiene	componentes	.	Hallar	las	coordenadas	de	si	se	conoce	el
extremo	1	Como	no	conocemos	las	coordenadas	de	,	las	denotamos	mediante	.	2	Sabemos	que	las	coordenadas	de	un	vector	se	obtienen	a	partir	de	restarle	el	punto	inicial	al	punto	final	3	Obtenemos	dos	ecuaciones	4	Resolvemos	las	dos	ecuaciones	y	obtenemos	que	las	coordenadas	de	son	4Un	vector	tiene	componentes	.	Hallar	las	coordenadas	de	si
se	conoce	el	extremo	1	Como	no	conocemos	las	coordenadas	de	,	las	denotamos	mediante	.	2	Sabemos	que	las	coordenadas	de	un	vector	se	obtienen	a	partir	de	restarle	el	punto	inicial	al	punto	final	3	Obtenemos	dos	ecuaciones	4	Resolvemos	las	dos	ecuaciones	y	obtenemos	que	las	coordenadas	de	son	5Dado	el	vector	y	dos	vectores	equipolentes	a	y	,
determinar	y	sabiendo	que	y	1	Como	son	equipolentes,	entonces	.	2	Como	no	conocemos	las	coordenadas	de	,	las	denotamos	mediante	.	3	Sabemos	que	las	coordenadas	de	un	vector	se	obtienen	a	partir	de	restarle	el	punto	inicial	al	punto	final	4	Obtenemos	dos	ecuaciones	5	Resolvemos	las	dos	ecuaciones	y	obtenemos	que	las	coordenadas	de	son	6
Resolviendo	de	la	misma	forma	que	para	,	tenemos	que	.6Calcular	la	distancia	entre	los	puntos	y	1	La	fórmula	para	la	distancia	entre	dos	puntos	es	2	Sustituimos	los	valores	de	y	fórmula	de	distancia	entre	dos	puntos	y	obtenemos	7Calcular	la	distancia	entre	los	puntos	y	1	La	fórmula	para	la	distancia	entre	dos	puntos	es	2	Sustituimos	los	valores	de	y
fórmula	de	distancia	entre	dos	puntos	y	obtenemos	8Encuentra	el	valor	de	para	que	la	distancia	entre	los	puntos	y	sea	71	La	fórmula	para	la	distancia	entre	dos	puntos	es	2	Sustituimos	los	valores	de	y	fórmula	de	distancia	entre	dos	puntos	y	obtenemos	3	Elevando	al	cuadrado	ambos	lados	y	despejando,	se	obtiene	9Encuentra	el	valor	de	para	que	la
distancia	entre	los	puntos	y	sea	81	La	fórmula	para	la	distancia	entre	dos	puntos	es	2	Sustituimos	los	valores	de	y	fórmula	de	distancia	entre	dos	puntos	y	obtenemos	3	Elevando	al	cuadrado	ambos	lados	y	despejando,	se	obtiene	10Si	es	un	vector	de	componentes	,	hallar	un	vector	unitario	de	su	misma	dirección	y	sentido1	La	fórmula	para	que	un
vector	sea	unitario	es	2	Calculamos	la	magnitud	de	3	Sustituimos	en	la	fórmula	para	obtener	un	vector	unitario	11Si	es	un	vector	de	componentes	,	hallar	un	vector	unitario	de	su	misma	dirección	y	sentido	opuesto1	La	fórmula	para	que	un	vector	sea	unitario	es	2	Calculamos	la	magnitud	de	3	Sustituimos	en	la	fórmula	para	obtener	un	vector	unitario	4
Nos	piden	que	el	vector	unitario	tenga	sentido	opuesto,	esto	es	12Hallar	un	vector	unitario	de	la	misma	dirección	que	el	vector	1	La	fórmula	para	que	un	vector	sea	unitario	es	2	Calculamos	la	magnitud	de	3Sustituimos	en	la	fórmula	para	obtener	un	vector	unitario	13Calcula	las	coordenadas	de	para	que	el	cuadrilátero	de	vértices	y	sea	un
paralelogramo.	1	Los	lados	opuestos	de	un	paralelogramo	son	iguales	en	magnitud	y	dirección,	entonces	tenemos	2	Como	no	conocemos	las	coordenadas	de	,	las	denotamos	mediante	.	3	Sustituimos	los	valores	de	los	vértices	del	paralelogramo	en	la	igualdad	de	vectores	4	Obtenemos	dos	ecuaciones	5	Resolviendo	las	ecuaciones	obtenemos	las
coordenadas	buscadas	14Hallar	las	coordenadas	del	punto	medio	del	segmento	,	de	extremos	y	.1	Las	fórmulas	para	las	coordenadas	del	punto	medio	son	2	Sustituimos	los	valores	de	y	en	las	dos	fórmulas	anteriores	3	El	punto	medio	es	.15Hallar	las	coordenadas	del	punto	,	sabiendo	que	es	el	punto	medio	de	,	donde	.1	Las	fórmulas	para	las
coordenadas	del	punto	medio	son	2	Sustituimos	los	valores	de	y	en	las	dos	fórmulas	anteriores	y	calculamos	la	primera	coordenada	de	3	La	segunda	coordenada	de	es	4	Finalmente	es16Averiguar	si	están	alineados	los	puntos	y	.1	Los	puntos	son	colineales	si	las	pendientes	de	los	segmentos	y	son	iguales.	2	Como	ambas	pendientes	son	iguales,
entonces	los	tres	puntos	si	están	alineados.17Averiguar	si	están	alineados	los	puntos	y	.1	Los	puntos	son	colineales	si	las	pendientes	de	los	segmentos	y	son	iguales.	2	Como	ambas	pendientes	no	son	iguales,	entonces	los	tres	puntos	no	están	alineados.18Calcular	el	valor	de	para	que	los	puntos	estén	alineados.1	Los	puntos	son	colineales	si	las
pendientes	de	los	segmentos	y	son	iguales.	2	Como	ambas	pendientes	son	iguales,	igualamos	ambas	expresiones	y	despejamos	19Dados	los	puntos	y	,	hallar	un	punto	alineado	con	y	,	de	manera	que	se	obtenga	1	Partimos	de	la	condición	dada	y	obtenemos	una	igualdad	2	Igualamos	ambas	expresiones	coordenada	a	coordenada	y	obtenemos	3
Resolvemos	ambas	ecuaciones	para	obtener	las	coordenadas	de	20Dado	un	triángulo	con	vértices	y	,	hallar	las	coordenadas	del	baricentro1	La	fórmula	para	encontrar	el	baricentro	es	2	Sustituyendo	los	valores	de	los	vértices	del	triángulo	obtenemos	21Dado	un	triángulo	con	dos	de	sus	vértices	y	el	baricentro	,	calcular	el	tercer	vértice1	La	fórmula
para	encontrar	el	baricentro	es	2	Sustituyendo	los	valores	del	baricentro	y	los	vértices	del	triángulo	obtenemos	dos	ecuaciones	3	Resolvemos	ambas	ecuaciones	y	obtenemos	el	tercer	vértice	.22Hallar	el	simétrico	del	punto	respecto	de	1	Denotamos	por	al	simétrico	de	,	luego	se	cumple	que	2	Sustituyendo	los	valores	de	los	puntos,	obtenemos	dos
ecuaciones	correspondientes	a	las	coordenadas	de	los	vectores	3	Resolvemos	ambas	ecuaciones	y	obtenemos	.23Hallar	el	simétrico	del	punto	respecto	de	1	Denotamos	por	al	simétrico	de	,	luego	se	cumple	que	2	Sustituyendo	los	valores	de	los	puntos,	obtenemos	dos	ecuaciones	correspondientes	a	las	coordenadas	de	los	vectores	3	Resolvemos	ambas
ecuaciones	y	obtenemos	.24¿Qué	puntos	y	dividen	al	segmento	de	extremos	y	en	tres	partes	iguales?	1	En	notación	vectorial	tenemos	2	Sustituyendo	los	valores	de	los	puntos,	obtenemos	dos	ecuaciones	correspondientes	a	las	coordenadas	de	los	vectores	3	Resolvemos	ambas	ecuaciones	y	obtenemos	.	4	Para	encontrar	las	coordenadas	de	utilizamos	la
condición	5Sustituyendo	los	valores	de	los	puntos,	obtenemos	dos	ecuaciones	correspondientes	a	las	coordenadas	de	los	vectores	6Resolvemos	ambas	ecuaciones	y	obtenemos	.25Si	el	segmento	de	extremos	se	divide	en	cuatro	partes	iguales,	¿cuáles	son	las	coordenadas	de	los	puntos	de	división?	1	Notamos	que	es	el	punto	medio	del	segmento	2	es	el
punto	medio	del	segmento	3	es	el	punto	medio	del	segmento	Si	tienes	alguna	duda,	recuerda	que	en	Superprof	podrás	encontrar	el	profesor	de	matematicas	ideal	para	ti,	ya	se	trate	de	un	profesor	de	matematicas	online	o	de	clases	presenciales.	Problema	1	Sean	los	vectores	Calcular	las	siguientes	sumas	y	restas:	Ver	solución	La	suma	se	calcula
sumando	coordenada	a	coordenada:	En	la	siguiente	suma	tenemos	el	producto	de	un	vector	por	un	escalar.	El	escalar	pasa	multiplicando	a	las	dos	coordenadas	del	vector:	La	siguiente	suma	es	Podemos	calcular	la	resta	\(\vec{c}-\vec{b}\)	como	una	suma	de	vectores:	Sean	los	vectores	Calcular,	geométricamente,	las	siguientes	sumas	y	restas	de
vectores:	Ver	solución	Representamos	los	vectores	y	:	La	resta	-	es	el	vector	que	une	los	extremos	de	los	vectores	con	el	sentido	de	a	:	Calculamos	sus	coordenadas:	para	ello,	dibujamos	unos	ejes	cuyo	origen	sea	donde	comienza	el	vector.	En	el	eje	de	las	abscisas	(eje	horizontal)	el	vector	ocupa	5	unidades;	en	el	de	ordenadas	ocupa	1	unidad.	Por
tanto,	el	vector	es	La	resta	-	es	el	vector	que	une	los	extremos	de	los	vectores	con	el	sentido	de	a	.	Para	calcular	las	coordenadas,	dibujamos	unos	ejes	cuyo	origen	es	el	origen	del	vector:	Por	tanto,	el	vector	es	Para	calcular	la	siguiente	suma,	representamos	los	vectores	y	dibujamos	segmentos	paralelos	a	los	vectores	y	que	pasen	por	los	extremos	de
los	vectores:	El	vector	suma	comienza	en	el	origen	y	termina	en	la	intersección	de	los	segmentos:	Por	tanto,	el	vector	es	Observad	que	se	cumple	Esto	se	debe	a	que	la	suma	de	vectores	es	conmutativa	(por	serlo	la	suma	de	los	reales).	Sean	los	puntos	Encontrar	el	vector	que	va	de	P	a	Q	y	el	vector	que	va	de	Q	a	P.	Ver	solución	El	vector	que	va	de	P	a
Q	es	Representación:	El	vector	que	va	de	Q	a	P	es	Representación:	Observad	que	el	vector	\(\vec{QP}\)	es	el	vector	opuesto	a	\(\vec{PQ}\),	es	decir,	\(\vec{QP}	=	-\vec{PQ}\).	Tienen	la	misma	dirección	y	la	misma	longitud,	pero	sentido	opuesto.	Sean	los	puntos	Encontrar	el	vector	que	va	de	P	a	Q	y	el	vector	que	va	de	Q	a	P.	Ver	solución	El	vector	que
va	de	P	a	Q	es	Representación:	Por	lo	que	vimos	en	el	ejercicio	anterior,	para	calcular	el	otro	vector	es	suficiente	multiplicar	el	vector	anterior	por	el	escalar	-1	para	cambiar	su	sentido:	Sean	los	puntos	Encontrar	el	vector	que	va	de	P	a	Q	y	el	vector	que	va	de	Q	a	P.	Ver	solución	El	vector	que	va	de	P	a	Q	es	Para	calcular	el	otro	vector	es	suficiente
multiplicar	el	vector	anterior	por	el	escalar	-1	para	cambiar	su	sentido:	Sea	el	vector	Obtener	el	vector	igual	a	pero	con	sentido	contrario.	Ver	solución	Para	obtener	el	mismo	vector	pero	con	sentido	contrario	sólo	tenemos	que	multiplicar	por	el	escalar	-1:	Sea	el	vector	Obtener	el	vector	simétrico	de	respecto	del	eje	de	abscisas.	Ver	solución	El	eje	de
las	abscisas	es	el	horizontal.	Para	tener	una	simetría	respecto	de	este	eje,	la	primera	coordenada	debe	ser	la	misma.	Cambiamos	el	signo	a	la	segunda	y	tenemos	el	vector	simétrico:	Representación:	Sea	el	vector	Obtener	el	vector	simétrico	de	respecto	del	eje	de	ordenadas.	Ver	solución	Como	la	simetría	es	respecto	del	eje	vertical,	tenemos	que
cambiar	el	signo	a	la	primera	coordenada	del	vector:	Representación:	Encontrar	el	vector	que	va	del	punto	O	al	punto	P	y	el	vector	que	va	del	punto	A	al	punto	B:	Explicar	la	relación	existente	entre	ambos	vectores.	Ver	solución	El	vector	que	va	de	O	a	P	es	El	vector	que	va	de	A	a	B	es	Ambos	vectores	son	el	mismo	vector	porque	tienen	las	mismas
coordenadas,	aunque	están	situados	en	distintos	lugares	del	plano.	Si	estamos	en	el	punto	O	y	nos	movemos	una	unidad	a	la	izquierda	y	una	unidad	hacia	arriba,	entonces	llegamos	al	punto	P.	Si	estamos	en	el	punto	A	y	realizamos	los	mismos	movimientos,	llegamos	al	punto	B.	Calcular	el	módulo	de	los	siguientes	vectores	del	plano:	¿Un	vector	queda
determinado	por	su	módulo?	Es	decir,	si	dos	vectores	tienen	el	mismo	módulo,	¿son	el	mismo	vector?	Ver	solución	Recordemos	que	el	módulo	de	un	vector	\(\vec{v}=(v_1,v_2)\)	es	Calculamos	el	módulo	del	primer	vector:	Calculamos	el	módulo	del	segundo	vector:	Calculamos	el	módulo	del	tercer	vector:	Calculamos	el	módulo	del	cuarto	vector:
Calculamos	el	módulo	del	quinto	vector:	Calculamos	el	módulo	del	sexto	vector:	Observad	que	el	módulo	de	todos	los	vectores	es	2.	Es	por	ello	que,	al	representar	los	vectores	partiendo	desde	el	origen,	todos	terminan	en	la	circunferencia	de	radio	2:	Como	vemos	en	este	ejercicio,	existen	muchos	vectores	con	el	mismo	módulo.	Hay	infinitos	vectores
con	módulo	igual	a	2.	Por	consiguiente,	el	módulo	no	es	suficiente	para	determinar	un	vector.	¿Cuántos	vectores	unitarios	existen?	Los	vectores	unitarios	son	los	que	cumplen	que	su	módulo	es	1:	Ver	solución	Existen	infinitos	vectores	cuyo	módulo	es	la	unidad.	Consideremos	la	circunferencia	de	radio	1,	entonces	existe	un	vector	unitario	por	cada	uno
de	sus	puntos	(del	origen	al	punto):	Calcular	un	vector	que	sea	unitario	(módulo	1)	y	tenga	la	misma	dirección	y	sentido	que	¿Existen	más	vectores	unitarios	con	la	misma	dirección	y	sentido	que	el	vector	?	Ver	solución	El	único	vector	con	la	misma	dirección	y	sentido	que	lo	podemos	encontrar	dividiendo	las	coordenadas	del	vector	por	su	módulo
(siempre	que	su	módulo	no	sea	0):	Calculamos	el	módulo	de	:	Por	tanto,	el	vector	unitario	(con	el	mismo	sentido	y	dirección	que	)	es	Sea	un	vector	cualquiera,	demostrar	que:	Es	decir,	el	módulo	de	un	vector	es	0	sólo	si	es	el	vector	nulo	$$	v	=	(0,0)	$$	y	si	es	el	vector	nulo,	entonces	su	módulo	es	0.	Ver	solución	Las	coordenadas	del	vector	son	Su
módulo	es	Supongamos	que	el	módulo	del	vector	es	0,	entonces	Elevamos	al	cuadrado:	Entonces,	Recordad	que	todo	número	real	al	cuadrado	es	0	ó	un	número	positivo.	Como	tenemos	que	la	suma	de	los	dos	cuadrados	es	0,	necesariamente	los	dos	sumandos	han	de	ser	0,	es	decir,	Por	tanto,	el	vector	es	el	vector	nulo:	Falta	demostrar	que	el	módulo
del	vector	nulo	es	0,	pero	esto	es	inmediato	ya	que	Sea	un	vector	cualquiera	y	λ	un	número	real	(un	escalar),	demostrar	que:	Ver	solución	Si	las	coordenadas	del	vector	son	Entonces,	al	multiplicar	por	el	escalar	tenemos	que	Por	tanto,	el	módulo	del	producto	es	Aplicamos	las	propiedades	de	las	potencias:	Podemos	extraer	el	escalar	de	la	raíz	ya	que
está	al	cuadrado,	pero	como	no	sabemos	si	es	positivo	o	negativo,	tenemos	que	extraerlo	con	valor	absoluto:	Queda	demostrado	que	Sean	y	dos	vectores	arbitrarios.	Demostrar	que	El	producto	de	la	izquierda	es	el	producto	escalar	de	dos	vectores;	el	producto	de	la	derecha	es	el	producto	de	los	números	reales.	En	la	izquierda,	las	barras	son	un	valor
absoluto;	en	la	derecha,	las	barras	son	los	módulos.	Ver	solución	Tenemos	dos	formas	de	calcular	el	producto	escalar	de	dos	vectores:	multiplicando	las	coordenadas	o	multiplicando	los	módulos	y	el	coseno	del	ángulo.	Usaremos	la	segunda:	Por	tanto,	el	valor	absoluto	de	la	expresión	anterior	es	Usamos	la	propiedad:	el	valor	absoluto	de	un	producto
es	el	producto	de	los	valores	absolutos:	Finalmente,	sabemos	que	el	coseno	está	entre	-1	y	1,	por	tanto	Además,	como	el	módulo	de	un	vector	es	siempre	no	negativo	(es	una	raíz	cuadrada),	se	cumple	que	Luego	queda	demostrado	que	Sean	y	dos	vectores	arbitrarios.	Demostrar	que	Ver	solución	Sean	los	vectores	La	suma	de	los	vectores	es	Luego	el
módulo	de	la	suma	es	Elevamos	al	cuadrado:	Reagrupamos	los	sumandos	Notemos	que	en	la	expresión	anterior	tenemos	los	módulos	de	los	vectores	al	cuadrado	y	el	producto	escalar	de	vectores.	Así	que	Por	otro	lado,	la	suma	de	los	dos	módulos	de	los	vectores	al	cuadrado	es	Es	suficiente	demostrar	que	Pero	esto	es	cierto	ya	que	si	aplicamos	la
propiedad	del	ejercicio	15,	Sean	los	vectores	Calcular	los	siguientes	productos	escalares:	Ver	solución	Recordamos	que	podemos	calcular	el	producto	escalar	de	dos	vectores	de	dos	formas	distintas:	multiplicando	sus	coordenadas:	O	multiplicando	sus	módulos	por	el	coseno	del	ángulo	α	que	forman:	En	este	ejercicio,	como	conocemos	las	coordenadas,
usaremos	la	primera	de	las	fórmulas.	El	primer	producto	es	El	segundo	producto	es	El	tercer	producto	es	El	cuarto	producto	es	El	quinto	producto	es	Por	último,	sexto	producto	es	porque	el	producto	escalar	de	vectores	es	una	operación	conmutativa.	Calcular,	mediante	las	fórmulas	del	producto	escalar,	el	ángulo	que	forman	los	vectores	canónicos
del	plano,	es	decir,	Los	llamamos	así	porque	son	los	vectores	de	la	base	canónica	del	plano.	Ver	solución	Primero	usaremos	la	siguiente	fórmula	del	producto	escalar	Calculamos	los	módulos	de	los	vectores:	Por	tanto,	aplicando	la	fórmula	del	producto	escalar	Usamos	la	otra	fórmula	del	producto	escalar:	Luego	Entonces,	tenemos,	por	un	lado	Y	por
otro,	Luego,	igualando,	Sabemos	que	si	el	coseno	del	ángulo	es	0,	entonces	el	ángulo	es	(expresado	en	grados	y	en	radianes).	Estos	vectores	están	situados	sobre	los	ejes	de	coordenadas,	es	por	ello	que	son	perpendiculares:	Calcular	el	ángulo	que	forman	los	vectores	Ver	solución	Por	una	lado,	el	producto	escalar	de	los	vectores	es	Calculamos	los
módulos	Aplicamos	la	fórmula	del	producto	escalar	en	la	que	aparece	el	coseno:	De	la	fórmula	conocemos	los	módulos	y	el	producto.	Sustituyendo:	Aislamos	el	coseno:	Finalmente,	para	calcular	el	ángulo	tenemos	que	utilizar	la	función	arcocoseno:	Hemos	expresado	el	ángulo	en	grados	y	en	radianes.	Demostrar	que	los	vectores	y	son	perpendiculares
a	:	Además,	demostrar	que	los	vectores	y	son	paralelos	entre	sí.	Se	supone	que	$$	x,y	eq	0	$$	Ver	solución	Si	los	vectores	son	perpendiculares	al	vector	,	entonces	forman	un	ángulo	recto	con	dicho	vector.	El	coseno	de	dicho	ángulo	es	0:	Entonces,	los	productos	escalares	de	los	vectores	tienen	que	ser	0.	En	efecto,	los	productos	escalares	son	Por	otro
lado,	el	producto	escalar	de	los	vectores	y	es	Los	módulos	de	estos	dos	vectores	son	Notemos	que	se	cumplen	las	siguientes	igualdades:	Por	tanto,	aplicando	la	fórmula	del	producto	escalar	Como	el	coseno	del	ángulo	es	-1,	entonces	el	ángulo	es	α	=	180°.	Esto	quiere	decir	que	los	vectores	y	tienen	la	misma	dirección	pero	sentidos	opuestos.	Como
consecuencia,	son	paralelos	(el	hecho	de	que	tengan	sentidos	opuestos	no	es	significante	ya	que	lo	que	nos	interesa	es	la	dirección).	Demostrar	que	los	vectores	y	son	paralelos	a	:	Si	ambos	son	paralelos,	¿por	qué	el	ángulo	que	forman	con	es	distinto?	Ver	solución	Si	dos	vectores	son	paralelos,	el	ángulo	que	forman	es	de	0	grados	ó	180	grados.	Por
tanto,	su	producto	escalar	tiene	que	ser	1	ó	-1.	En	vez	de	calcular	el	producto	escalar,	observemos	que	los	tres	vectores	son	proporcionales:	El	vector	tiene	la	misma	dirección	y	sentido	que	.	La	diferencia	es	que	su	módulo	es	el	doble:	El	vector	tiene	la	misma	dirección	que	pero	sentido	opuesto.	Su	módulo	también	es	el	doble:	Como	los	tres	vectores
tienen	la	misma	dirección,	son	paralelos.	El	vector	forma	un	ángulo	de	0	grados	porque	tiene	el	mismo	sentido	que	,	mientras	que	el	vector	forma	un	ángulo	de	180	grados	porque	tiene	sentido	opuesto.	Encontrar	el	vector	unitario	que	forma	un	ángulo	de	60	grados	con	el	vector	Ver	solución	El	vector	que	buscamos	es	El	producto	escalar	de	los
vectores	es	El	módulo	del	vector	es	Tenemos	que	exigir	que	el	vector	sea	unitario:	De	este	modo,	la	fórmula	del	producto	escalar	queda	como	El	coseno	del	ángulo	es	Luego	la	fórmula	queda	como	Es	decir,	Calculamos	el	producto	escalar	multiplicando	las	coordenadas	de	los	vectores:	Por	tanto,	tenemos	la	ecuación	de	primer	grado	Cuya	solución
proporciona	la	segunda	coordenada	del	vector:	Para	obtener	la	primera	coordenada	usamos	la	ecuación	que	nos	proporciona	haber	exigido	que	el	vector	sea	unitario:	Entonces,	Elevamos	al	cuadrado	ambos	lados	de	la	igualdad:	No	olvidemos	que	al	hacer	la	raíz	cuadrada	tenemos	que	escribir	los	dos	signos:	Hemos	obtenido	dos	vectores	que	forman
dicho	ángulo	(por	un	lado	y	por	el	otro):	Vectores	del	plano	real	-	©	matesfacil.com	Matesfacil.com	by	J.	Llopis	is	licensed	under	a	Creative	Commons	Attribution-NonCommercial	4.0	International	License.	1)				Calcula	las	compinentes	del	vector			siendo		A	(	1,	2	)		y		B	(	5,	5	).	2)				Dibuja	en	los	ejes	de	coordenadas	los	vectores		,				y		,		siendo		A	(	-	2,	1
),		B	(	2,	4	)		y		C	(	7,	-	1	).	3)				Dados	los	puntos	A	(	2,	5	)	y	B	(	-1,	3	),	¿cuáles	son	las	coordenadas	del	vector		?	¿Y	las	componentes	del	vector		?	4)				Representa	los	vectores	sabiendo	que	las	coordenadas	de	los	puntos	son	:	A	(	-	2,	-	2	)																	B	(	3,	-	1	)																	C	(	2,	4	)	D	(	-	3,	3	)																			E	(	4,	5	)																				F	(	1,	-	4	)	Las	coordenadas	del
vector			son	:						=		(	5	-	1,	5	-	2	)		=		(	4,	3	)	=	(	2	+	2,	4	-	1	)	=	(	4,	3	)	=	(	7	+	2,	-	1	-	1	)	=	(	9,	-	2	)	=	(	7	-	2,	-	1	-	4	)	=	(	5,	-	5	)														=	(	-	1	-	2,	3	-	5	)	=	(	-	3,	-	2	)	=	(	2	+	1,	5	-	3	)	=	(	3,	2	)															Los	ejercicios	de	vectores	son	fundamentales	para	comprender	las	bases	de	la	geometría	analítica	y	la	física.	A	medida	que	exploramos	el	mundo	de	los
vectores,	es	esencial	dominar	las	operaciones	y	conceptos	básicos	que	nos	permiten	realizar	cálculos	precisos	y	entender	sus	propiedades.	Estos	ejercicios	vectores	no	solo	te	ayudarán	a	practicar,	sino	que	también	te	permitirán	aplicar	la	teoría	a	situaciones	concretas.	Así,	proporcionaremos	un	recurso	valioso	para	estudiantes	y	entusiastas	de	las
matemáticas	y	la	física.	Conceptos	Básicos	de	Vectores	en	el	Plano	Un	vector	es	una	entidad	matemática	que	tiene	tanto	magnitud	como	dirección.	Se	puede	representar	en	un	plano	utilizando	coordenadas	cartesianas,	donde	un	vector	se	define	comúnmente	con	dos	componentes,	es	decir,	v	=	(x,	y).	La	primera	componente,	‘x’,	representa	el
desplazamiento	en	la	dirección	horizontal,	y	‘y’	el	desplazamiento	en	la	dirección	vertical.	Los	vectores	pueden	ser	representados	gráficamente	como	flechas	en	un	plano,	donde	la	longitud	de	la	flecha	indica	la	magnitud	del	vector	y	la	inclinación	de	la	flecha	indica	su	dirección.	Al	sumar	o	restar	vectores,	estos	se	combinan	de	acuerdo	con	sus
componentes,	lo	que	puede	resultar	en	un	nuevo	vector.	Esta	operación	es	esencial	para	resolver	muchos	problemas	en	física	y	matemáticas.	Operaciones	con	Vectores:	Sumas	y	Restas	Sumas	de	Vectores	La	suma	de	vectores	se	puede	realizar	sumando	las	componentes	correspondientes.	Dado	dos	vectores	u	=	(u1,	u2)	y	v	=	(v1,	v2),	la	suma	u	+	v	se
calcula	como:	u	+	v	=	(u1	+	v1,	u2	+	v2)	Ejemplo:	Si	u	=	(3,	4)	y	v	=	(1,	2),	entonces:	u	+	v	=	(3	+	1,	4	+	2)	=	(4,	6)	Restas	de	Vectores	La	resta	de	vectores	funciona	de	manera	similar.	Para	restar	un	vector	v	de	otro	vector	u,	se	sustraen	las	componentes	de	la	siguiente	manera:	u	–	v	=	(u1	–	v1,	u2	–	v2)	Ejemplo:	Siguiendo	con	u	=	(3,	4)	y	v	=	(1,	2),
la	resta	sería:	u	–	v	=	(3	–	1,	4	–	2)	=	(2,	2)	Vectores	Opuestos	y	Simétricos	respecto	a	los	Ejes	Los	vectores	opuestos	son	aquellos	que	tienen	la	misma	magnitud	pero	direcciones	opuestas.	Si	un	vector	v	=	(x,	y),	su	vector	opuesto	es	-v	=	(-x,	-y).	En	otras	palabras,	el	vector	opuesto	apunta	en	la	dirección	contraria,	por	lo	que	su	suma	con	el	vector
original	dará	como	resultado	el	vector	nulo	(0,	0).	Por	otro	lado,	los	vectores	simétricos	respecto	a	los	ejes	son	aquellos	que	se	reflejan	en	uno	de	los	ejes	coordenados.	Por	ejemplo,	el	vector	v	=	(x,	y)	tiene	su	simétrico	respecto	al	eje	X	como	(x,	-y)	y	respecto	al	eje	Y	como	(-x,	y).	Magnitud	y	Dirección	de	un	Vector	La	magnitud	de	un	vector	v	=	(x,	y)
se	calcula	usando	la	fórmula:	||v||	=	√(x²	+	y²)	Esta	ecuación	proviene	del	teorema	de	Pitágoras,	donde	‘x’	y	‘y’	son	las	longitudes	de	los	catetos	de	un	triángulo	rectángulo	formado	por	el	vector.	La	dirección	de	un	vector,	generalmente	expresada	como	un	ángulo	θ	respecto	al	eje	X,	se	puede	calcular	como:	θ	=	arctan(y/x)	Propiedades	del	Producto
Escalar	El	producto	escalar	(o	producto	punto)	de	dos	vectores	u	=	(u1,	u2)	y	v	=	(v1,	v2)	es	definido	como:	u	·	v	=	u1	*	v1	+	u2	*	v2	Esta	operación	tiene	varias	propiedades	interesantes,	como:	Conmutatividad:	u	·	v	=	v	·	u	Distributividad:	u	·	(v	+	w)	=	u	·	v	+	u	·	w	Asociatividad	con	escalares:	(c	*	u)	·	v	=	c	*	(u	·	v)	Vectores	Unitarios:	Definición	y
Ejemplos	Un	vector	unitario	es	un	vector	cuya	magnitud	es	igual	a	1.	Para	convertir	cualquier	vector	v	=	(x,	y)	en	un	vector	unitario,	se	puede	dividir	cada	componente	del	vector	por	su	magnitud:	u	=	(x	/	||v||,	y	/	||v||)	Ejemplo:	Si	v	=	(3,	4),	su	magnitud	es	√(3²	+	4²)	=	5,	y	el	vector	unitario	correspondiente	sería:	u	=	(3/5,	4/5)	Vectores	Paralelos	y
Perpendiculares	Dos	vectores	u	y	v	son	considerados	paralelos	si	hay	un	número	escalar	k	tal	que	u	=	k	*	v.	Esto	implica	que	ambos	vectores	apuntan	en	la	misma	dirección	o	en	direcciones	opuestas.	Por	otro	lado,	dos	vectores	son	perpendiculares	si	su	producto	escalar	es	igual	a	cero,	es	decir:	u	·	v	=	0	Cálculo	de	Ángulos	entre	Vectores	El	ángulo	θ
entre	dos	vectores	se	puede	calcular	usando	la	fórmula	del	producto	escalar:	cos(θ)	=	(u	·	v)	/	(||u||	·	||v||)	Por	lo	tanto,	el	ángulo	puede	ser	encontrado	como:	θ	=	arccos((u	·	v)	/	(||u||	·	||v||))	Ejercicios	Resueltos:	Problemas	de	Sumas	y	Restas	Veamos	algunos	ejemplos	prácticos	de	ejercicios	de	vectores	que	implican	sumas	y	restas.	Supongamos	que
tenemos	dos	vectores:	Ejercicio	1:	Suma	de	Vectores	Dado	u	=	(2,	3)	y	v	=	(4,	-1),	calculemos	su	suma:	u	+	v	=	(2	+	4,	3	–	1)	=	(6,	2)	Ejercicio	2:	Resta	de	Vectores	Para	el	mismo	par	de	vectores,	calculemos	la	resta:	u	–	v	=	(2	–	4,	3	+	1)	=	(-2,	4)	Ejercicios	Resueltos:	Determinación	de	Vectores	Opuestos	y	Simétricos	Consideremos	un	vector	w	=	(1,
2).	Ejercicio	3:	Vector	Opuesto	Determine	el	vector	opuesto:	-w	=	(-1,	-2)	Ejercicio	4:	Vectores	Simétricos	Calcule	el	vector	simétrico	de	w	respecto	al	eje	X:	(1,	-2)	Ejercicios	Resueltos:	Magnitud	y	Dirección	Ejercicio	5:	Magnitud	de	un	Vector	Calcule	la	magnitud	del	vector	v	=	(3,	4):	||v||	=	√(3²	+	4²)	=	5	Ejercicio	6:	Dirección	de	un	Vector	Calcule	la
dirección	del	vector	v	=	(3,	4):	θ	=	arctan(4/3)	≈	53.13°	Ejercicios	Resueltos:	Producto	Escalar	Ejercicio	7:	Producto	Escalar	Dado	u	=	(1,	2)	y	v	=	(3,	4),	calcule	el	producto	escalar:	u	·	v	=	1	*	3	+	2	*	4	=	11	Ejercicios	Resueltos:	Identificación	de	Vectores	Unitarios	Ejercicio	8:	Identificación	de	un	Vector	Unitario	Dado	el	vector	u	=	(3,	4),	calcule	su
vector	unitario:	u’	=	(3/5,	4/5)	Ejercicios	Resueltos:	Cálculo	de	Ángulos	Ejercicio	9:	Cálculo	de	Ángulo	entre	Vectores	Dado	u	=	(1,	0)	y	v	=	(0,	1),	calcule	el	ángulo	entre	ellos:	θ	=	90°	(pues	u	·	v	=	0)	Conclusiones	y	Resumen	de	Aprendizajes	Es	crucial	entender	las	relaciones	entre	vectores,	ya	que	estos	conceptos	son	la	base	para	resolver	problemas
de	mayor	dificultad	en	matemáticas	y	física.	Los	ejercicios	con	vectores	no	solo	permiten	entender	cómo	sumarlos	y	restarlos,	sino	también	cómo	encontrar	sus	magnitudes,	direcciones,	y	otros	aspectos	interesantes	como	el	producto	escalar	y	la	identificación	de	vectores	unitarios.	Practicar	estos	ejercicios	vectores	ayuda	a	fortalecer	la	comprensión	y
aplicación	de	estas	operaciones	en	situaciones	más	complejas.	Recursos	Adicionales	y	Siguientes	Pasos	en	el	Estudio	de	Vectores	Para	aquellos	interesados	en	profundizar	más	en	el	tema	de	vectores,	se	recomienda	explorar	recursos	adicionales	como	libros	de	texto	sobre	álgebra	lineal,	cursos	en	línea,	y	vídeos	educativos.	También	es	útil	practicar
más	ejercicios	vectoriales	para	mantener	agudas	las	habilidades	matemáticas.	La	práctica	constante	y	la	resolución	de	ejercicios	de	vectores	son	clave	para	dominar	el	tema.	Problema	1	Sean	los	vectores	Calcular	las	siguientes	sumas	y	restas:	Ver	solución	La	suma	se	calcula	sumando	coordenada	a	coordenada:	En	la	siguiente	suma	tenemos	el
producto	de	un	vector	por	un	escalar.	El	escalar	pasa	multiplicando	a	las	dos	coordenadas	del	vector:	La	siguiente	suma	es	Podemos	calcular	la	resta	\(\vec{c}-\vec{b}\)	como	una	suma	de	vectores:	Sean	los	vectores	Calcular,	geométricamente,	las	siguientes	sumas	y	restas	de	vectores:	Ver	solución	Representamos	los	vectores	y	:	La	resta	-	es	el
vector	que	une	los	extremos	de	los	vectores	con	el	sentido	de	a	:	Calculamos	sus	coordenadas:	para	ello,	dibujamos	unos	ejes	cuyo	origen	sea	donde	comienza	el	vector.	En	el	eje	de	las	abscisas	(eje	horizontal)	el	vector	ocupa	5	unidades;	en	el	de	ordenadas	ocupa	1	unidad.	Por	tanto,	el	vector	es	La	resta	-	es	el	vector	que	une	los	extremos	de	los
vectores	con	el	sentido	de	a	.	Para	calcular	las	coordenadas,	dibujamos	unos	ejes	cuyo	origen	es	el	origen	del	vector:	Por	tanto,	el	vector	es	Para	calcular	la	siguiente	suma,	representamos	los	vectores	y	dibujamos	segmentos	paralelos	a	los	vectores	y	que	pasen	por	los	extremos	de	los	vectores:	El	vector	suma	comienza	en	el	origen	y	termina	en	la
intersección	de	los	segmentos:	Por	tanto,	el	vector	es	Observad	que	se	cumple	Esto	se	debe	a	que	la	suma	de	vectores	es	conmutativa	(por	serlo	la	suma	de	los	reales).	Sean	los	puntos	Encontrar	el	vector	que	va	de	P	a	Q	y	el	vector	que	va	de	Q	a	P.	Ver	solución	El	vector	que	va	de	P	a	Q	es	Representación:	El	vector	que	va	de	Q	a	P	es	Representación:
Observad	que	el	vector	\(\vec{QP}\)	es	el	vector	opuesto	a	\(\vec{PQ}\),	es	decir,	\(\vec{QP}	=	-\vec{PQ}\).	Tienen	la	misma	dirección	y	la	misma	longitud,	pero	sentido	opuesto.	Sean	los	puntos	Encontrar	el	vector	que	va	de	P	a	Q	y	el	vector	que	va	de	Q	a	P.	Ver	solución	El	vector	que	va	de	P	a	Q	es	Representación:	Por	lo	que	vimos	en	el	ejercicio
anterior,	para	calcular	el	otro	vector	es	suficiente	multiplicar	el	vector	anterior	por	el	escalar	-1	para	cambiar	su	sentido:	Sean	los	puntos	Encontrar	el	vector	que	va	de	P	a	Q	y	el	vector	que	va	de	Q	a	P.	Ver	solución	El	vector	que	va	de	P	a	Q	es	Para	calcular	el	otro	vector	es	suficiente	multiplicar	el	vector	anterior	por	el	escalar	-1	para	cambiar	su
sentido:	Sea	el	vector	Obtener	el	vector	igual	a	pero	con	sentido	contrario.	Ver	solución	Para	obtener	el	mismo	vector	pero	con	sentido	contrario	sólo	tenemos	que	multiplicar	por	el	escalar	-1:	Sea	el	vector	Obtener	el	vector	simétrico	de	respecto	del	eje	de	abscisas.	Ver	solución	El	eje	de	las	abscisas	es	el	horizontal.	Para	tener	una	simetría	respecto
de	este	eje,	la	primera	coordenada	debe	ser	la	misma.	Cambiamos	el	signo	a	la	segunda	y	tenemos	el	vector	simétrico:	Representación:	Sea	el	vector	Obtener	el	vector	simétrico	de	respecto	del	eje	de	ordenadas.	Ver	solución	Como	la	simetría	es	respecto	del	eje	vertical,	tenemos	que	cambiar	el	signo	a	la	primera	coordenada	del	vector:
Representación:	Encontrar	el	vector	que	va	del	punto	O	al	punto	P	y	el	vector	que	va	del	punto	A	al	punto	B:	Explicar	la	relación	existente	entre	ambos	vectores.	Ver	solución	El	vector	que	va	de	O	a	P	es	El	vector	que	va	de	A	a	B	es	Ambos	vectores	son	el	mismo	vector	porque	tienen	las	mismas	coordenadas,	aunque	están	situados	en	distintos	lugares
del	plano.	Si	estamos	en	el	punto	O	y	nos	movemos	una	unidad	a	la	izquierda	y	una	unidad	hacia	arriba,	entonces	llegamos	al	punto	P.	Si	estamos	en	el	punto	A	y	realizamos	los	mismos	movimientos,	llegamos	al	punto	B.	Calcular	el	módulo	de	los	siguientes	vectores	del	plano:	¿Un	vector	queda	determinado	por	su	módulo?	Es	decir,	si	dos	vectores
tienen	el	mismo	módulo,	¿son	el	mismo	vector?	Ver	solución	Recordemos	que	el	módulo	de	un	vector	\(\vec{v}=(v_1,v_2)\)	es	Calculamos	el	módulo	del	primer	vector:	Calculamos	el	módulo	del	segundo	vector:	Calculamos	el	módulo	del	tercer	vector:	Calculamos	el	módulo	del	cuarto	vector:	Calculamos	el	módulo	del	quinto	vector:	Calculamos	el
módulo	del	sexto	vector:	Observad	que	el	módulo	de	todos	los	vectores	es	2.	Es	por	ello	que,	al	representar	los	vectores	partiendo	desde	el	origen,	todos	terminan	en	la	circunferencia	de	radio	2:	Como	vemos	en	este	ejercicio,	existen	muchos	vectores	con	el	mismo	módulo.	Hay	infinitos	vectores	con	módulo	igual	a	2.	Por	consiguiente,	el	módulo	no	es
suficiente	para	determinar	un	vector.	¿Cuántos	vectores	unitarios	existen?	Los	vectores	unitarios	son	los	que	cumplen	que	su	módulo	es	1:	Ver	solución	Existen	infinitos	vectores	cuyo	módulo	es	la	unidad.	Consideremos	la	circunferencia	de	radio	1,	entonces	existe	un	vector	unitario	por	cada	uno	de	sus	puntos	(del	origen	al	punto):	Calcular	un	vector
que	sea	unitario	(módulo	1)	y	tenga	la	misma	dirección	y	sentido	que	¿Existen	más	vectores	unitarios	con	la	misma	dirección	y	sentido	que	el	vector	?	Ver	solución	El	único	vector	con	la	misma	dirección	y	sentido	que	lo	podemos	encontrar	dividiendo	las	coordenadas	del	vector	por	su	módulo	(siempre	que	su	módulo	no	sea	0):	Calculamos	el	módulo	de
:	Por	tanto,	el	vector	unitario	(con	el	mismo	sentido	y	dirección	que	)	es	Sea	un	vector	cualquiera,	demostrar	que:	Es	decir,	el	módulo	de	un	vector	es	0	sólo	si	es	el	vector	nulo	$$	v	=	(0,0)	$$	y	si	es	el	vector	nulo,	entonces	su	módulo	es	0.	Ver	solución	Las	coordenadas	del	vector	son	Su	módulo	es	Supongamos	que	el	módulo	del	vector	es	0,	entonces
Elevamos	al	cuadrado:	Entonces,	Recordad	que	todo	número	real	al	cuadrado	es	0	ó	un	número	positivo.	Como	tenemos	que	la	suma	de	los	dos	cuadrados	es	0,	necesariamente	los	dos	sumandos	han	de	ser	0,	es	decir,	Por	tanto,	el	vector	es	el	vector	nulo:	Falta	demostrar	que	el	módulo	del	vector	nulo	es	0,	pero	esto	es	inmediato	ya	que	Sea	un	vector
cualquiera	y	λ	un	número	real	(un	escalar),	demostrar	que:	Ver	solución	Si	las	coordenadas	del	vector	son	Entonces,	al	multiplicar	por	el	escalar	tenemos	que	Por	tanto,	el	módulo	del	producto	es	Aplicamos	las	propiedades	de	las	potencias:	Podemos	extraer	el	escalar	de	la	raíz	ya	que	está	al	cuadrado,	pero	como	no	sabemos	si	es	positivo	o	negativo,
tenemos	que	extraerlo	con	valor	absoluto:	Queda	demostrado	que	Sean	y	dos	vectores	arbitrarios.	Demostrar	que	El	producto	de	la	izquierda	es	el	producto	escalar	de	dos	vectores;	el	producto	de	la	derecha	es	el	producto	de	los	números	reales.	En	la	izquierda,	las	barras	son	un	valor	absoluto;	en	la	derecha,	las	barras	son	los	módulos.	Ver	solución
Tenemos	dos	formas	de	calcular	el	producto	escalar	de	dos	vectores:	multiplicando	las	coordenadas	o	multiplicando	los	módulos	y	el	coseno	del	ángulo.	Usaremos	la	segunda:	Por	tanto,	el	valor	absoluto	de	la	expresión	anterior	es	Usamos	la	propiedad:	el	valor	absoluto	de	un	producto	es	el	producto	de	los	valores	absolutos:	Finalmente,	sabemos	que
el	coseno	está	entre	-1	y	1,	por	tanto	Además,	como	el	módulo	de	un	vector	es	siempre	no	negativo	(es	una	raíz	cuadrada),	se	cumple	que	Luego	queda	demostrado	que	Sean	y	dos	vectores	arbitrarios.	Demostrar	que	Ver	solución	Sean	los	vectores	La	suma	de	los	vectores	es	Luego	el	módulo	de	la	suma	es	Elevamos	al	cuadrado:	Reagrupamos	los
sumandos	Notemos	que	en	la	expresión	anterior	tenemos	los	módulos	de	los	vectores	al	cuadrado	y	el	producto	escalar	de	vectores.	Así	que	Por	otro	lado,	la	suma	de	los	dos	módulos	de	los	vectores	al	cuadrado	es	Es	suficiente	demostrar	que	Pero	esto	es	cierto	ya	que	si	aplicamos	la	propiedad	del	ejercicio	15,	Sean	los	vectores	Calcular	los	siguientes
productos	escalares:	Ver	solución	Recordamos	que	podemos	calcular	el	producto	escalar	de	dos	vectores	de	dos	formas	distintas:	multiplicando	sus	coordenadas:	O	multiplicando	sus	módulos	por	el	coseno	del	ángulo	α	que	forman:	En	este	ejercicio,	como	conocemos	las	coordenadas,	usaremos	la	primera	de	las	fórmulas.	El	primer	producto	es	El
segundo	producto	es	El	tercer	producto	es	El	cuarto	producto	es	El	quinto	producto	es	Por	último,	sexto	producto	es	porque	el	producto	escalar	de	vectores	es	una	operación	conmutativa.	Calcular,	mediante	las	fórmulas	del	producto	escalar,	el	ángulo	que	forman	los	vectores	canónicos	del	plano,	es	decir,	Los	llamamos	así	porque	son	los	vectores	de
la	base	canónica	del	plano.	Ver	solución	Primero	usaremos	la	siguiente	fórmula	del	producto	escalar	Calculamos	los	módulos	de	los	vectores:	Por	tanto,	aplicando	la	fórmula	del	producto	escalar	Usamos	la	otra	fórmula	del	producto	escalar:	Luego	Entonces,	tenemos,	por	un	lado	Y	por	otro,	Luego,	igualando,	Sabemos	que	si	el	coseno	del	ángulo	es	0,
entonces	el	ángulo	es	(expresado	en	grados	y	en	radianes).	Estos	vectores	están	situados	sobre	los	ejes	de	coordenadas,	es	por	ello	que	son	perpendiculares:	Calcular	el	ángulo	que	forman	los	vectores	Ver	solución	Por	una	lado,	el	producto	escalar	de	los	vectores	es	Calculamos	los	módulos	Aplicamos	la	fórmula	del	producto	escalar	en	la	que	aparece
el	coseno:	De	la	fórmula	conocemos	los	módulos	y	el	producto.	Sustituyendo:	Aislamos	el	coseno:	Finalmente,	para	calcular	el	ángulo	tenemos	que	utilizar	la	función	arcocoseno:	Hemos	expresado	el	ángulo	en	grados	y	en	radianes.	Demostrar	que	los	vectores	y	son	perpendiculares	a	:	Además,	demostrar	que	los	vectores	y	son	paralelos	entre	sí.	Se
supone	que	$$	x,y	eq	0	$$	Ver	solución	Si	los	vectores	son	perpendiculares	al	vector	,	entonces	forman	un	ángulo	recto	con	dicho	vector.	El	coseno	de	dicho	ángulo	es	0:	Entonces,	los	productos	escalares	de	los	vectores	tienen	que	ser	0.	En	efecto,	los	productos	escalares	son	Por	otro	lado,	el	producto	escalar	de	los	vectores	y	es	Los	módulos	de	estos



dos	vectores	son	Notemos	que	se	cumplen	las	siguientes	igualdades:	Por	tanto,	aplicando	la	fórmula	del	producto	escalar	Como	el	coseno	del	ángulo	es	-1,	entonces	el	ángulo	es	α	=	180°.	Esto	quiere	decir	que	los	vectores	y	tienen	la	misma	dirección	pero	sentidos	opuestos.	Como	consecuencia,	son	paralelos	(el	hecho	de	que	tengan	sentidos	opuestos
no	es	significante	ya	que	lo	que	nos	interesa	es	la	dirección).	Demostrar	que	los	vectores	y	son	paralelos	a	:	Si	ambos	son	paralelos,	¿por	qué	el	ángulo	que	forman	con	es	distinto?	Ver	solución	Si	dos	vectores	son	paralelos,	el	ángulo	que	forman	es	de	0	grados	ó	180	grados.	Por	tanto,	su	producto	escalar	tiene	que	ser	1	ó	-1.	En	vez	de	calcular	el
producto	escalar,	observemos	que	los	tres	vectores	son	proporcionales:	El	vector	tiene	la	misma	dirección	y	sentido	que	.	La	diferencia	es	que	su	módulo	es	el	doble:	El	vector	tiene	la	misma	dirección	que	pero	sentido	opuesto.	Su	módulo	también	es	el	doble:	Como	los	tres	vectores	tienen	la	misma	dirección,	son	paralelos.	El	vector	forma	un	ángulo
de	0	grados	porque	tiene	el	mismo	sentido	que	,	mientras	que	el	vector	forma	un	ángulo	de	180	grados	porque	tiene	sentido	opuesto.	Encontrar	el	vector	unitario	que	forma	un	ángulo	de	60	grados	con	el	vector	Ver	solución	El	vector	que	buscamos	es	El	producto	escalar	de	los	vectores	es	El	módulo	del	vector	es	Tenemos	que	exigir	que	el	vector	sea
unitario:	De	este	modo,	la	fórmula	del	producto	escalar	queda	como	El	coseno	del	ángulo	es	Luego	la	fórmula	queda	como	Es	decir,	Calculamos	el	producto	escalar	multiplicando	las	coordenadas	de	los	vectores:	Por	tanto,	tenemos	la	ecuación	de	primer	grado	Cuya	solución	proporciona	la	segunda	coordenada	del	vector:	Para	obtener	la	primera
coordenada	usamos	la	ecuación	que	nos	proporciona	haber	exigido	que	el	vector	sea	unitario:	Entonces,	Elevamos	al	cuadrado	ambos	lados	de	la	igualdad:	No	olvidemos	que	al	hacer	la	raíz	cuadrada	tenemos	que	escribir	los	dos	signos:	Hemos	obtenido	dos	vectores	que	forman	dicho	ángulo	(por	un	lado	y	por	el	otro):	Vectores	del	plano	real	-	©
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